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Èíæåíåðíûé öåíòð ÍÀÍ Àðìåíèè 

 (Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 1 ìàðòà 2005 ã.) 

Ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îáùåãî óðàâíåíèÿ Ãîéíà â ðÿäû ïî 
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Âèä ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Ãàóññà, 
èñïîëüçîâàííûõ â êà÷åñòâå ôóíêöèé ðàçëîæåíèÿ, îòëè÷àåòñÿ îò âèäà ðàíåå èñïîëüçîâàííûõ 
ôóíêöèé. Ïîëó÷åíû òðè òàêèõ ðàçëîæåíèÿ è, äàëåå, ïóòåì îáðûâàíèÿ ðÿäà ãåíåðèðîâàíû 
çàìêíóòûå ðåøåíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ íàáîðîâ âîâëå÷åííûõ ïàðàìåòðîâ. 

 
 
  1. Ââåäåíèå 
 

Ôóíêöèè Ãîéíà [1], óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó 

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ÷åòûðüìÿ ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè 

òî÷êàìè  è : az ,1,0= ∞
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(ãäå ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ôóêñà εδγβα ++=++1 , 

îáåñïå÷èâàþùåìó ðåãóëÿðíîñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êè) è ôóíêöèè, 

óäîâëåòâîðÿþùèå ÷åòûðåì âûðîæäåííûì óðàâíåíèÿì Ãîéíà,  ãåíåðèðîâàííûì 

êîàëåñöåíöèåé ñèíãóëÿðíîñòåé âûøåïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ [2,3], â áëèæàéøåì 

áóäóùåì, ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, ñòàíóò ÷àñòüþ ñëåäóùåãî ïîêîëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ 

ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

íàèáîëåå îáùåå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà êëàññà Ôóêñà ñ 

÷åòûðüìÿ îñîáûìè òî÷êàìè: ëþáîå ïîäîáíîå óðàâíåíèå ñ ÷åòûðüìÿ îñîáûìè òî÷êàìè 

ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì íåçàâèñèìîé è çàâèñèìîé ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü 

ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ Ãîéíà. 

Ïîñêîëüêó îáùåå óðàâíåíèå Ãîéíà (1) âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ äîïîëíèòåëüíîé 

ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå 

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ãàóññà [4], óðàâíåíèÿ êëàññà Ãîéíà ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â 

ñîâðåìåííûõ ôèçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ; ïîäîáíûå ñëó÷àè ñëèøêîì 

ìíîãî÷èñëåíû, ÷òîáû áûòü ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåííûìè çäåñü (äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñì. îáçîð 

[2]). Îäíàêî, ýòè óðàâíåíèÿ ãîðàçäî ìåíåå èçó÷åíû, ÷åì óðàâíåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî 

êëàññà; êàê îòìå÷åíî â [2] (ñòð. 4): «òðóäíîñòè, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ýòèõ 
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óðàâíåíèé ïî êðàéíåé ìåðå íà ïîðÿäîê áîëüøå, ÷åì òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè 

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ». Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåøåíèÿ, âûðàæàåìûå ÷åðåç 

ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ìåíåå ñëîæíûì äèôôåðåíöèàëüíûì 

óðàâíåíèÿì, ïðåäñòàâëÿþò ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ. 

Îäíàêî, òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãîéíà, âûðàæàåìûå ÷åðåç áîëåå ïðîñòûå 

ìàòåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè (â ÷àñòíîñòè, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè) êðàéíå ðåäêè. 

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé ïîëó÷åíèÿ òàêèõ ðåøåíèé – ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìîé è 

çàâèñèìîé ïåðåìåííûõ, ñ öåëüþ ñâåñòè ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ ê áîëåå ïðîñòûì [5,6]. 

Ïîòåíöèàë ýòîãî ïîäõîäà áûë íåäàâíî ïðîäåìîíñòðèðîâàí Ìàéåðîì, êîòîðûé èçó÷èë 

ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ Ãîéíà ê ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ïóòåì ïîëèíîìèàëüíîãî 

(êâàäðàòè÷åñêîãî, êóáè÷åñêîãî è ò. ä.) è íåñêîëüêèõ ðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 

ïåðåìåííûõ [5]. 

Îäíàêî, íàèáîëåå ñèñòåìàòè÷åñêèì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé 

óðàâíåíèé Ãîéíà ÿâëÿåòñÿ îáðûâàíèå íåêîòîðîãî ðÿäà (ôàêòè÷åñêè ýòî äàåò íàèáîëåå 

ìíîãî÷èñëåííûé íàáîð äîñåëå èçâåñòíûõ ðåøåíèé, çàäàâàåìûõ â çàìêíóòîé ôîðìå). Òàêèå 

ðàçëîæåíèÿ âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû Ñâàðòãîëüìîì è Ýðäåéè [7]. Ïîçäíåå, ýòà òåõíèêà 

áûëà ïðèìåíåíà ê óðàâíåíèþ Ãîéíà (1) è åãî âûðîæäåííûì ôîðìàì ìíîãî÷èñëåííûìè 

àâòîðàìè. Ðàçëîæåíèÿ ïî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì (Ãàóññà è âûðîæäåííîé) áûëè 

ïîñòðîåíû è ïðèìåíåíû â ðÿäå çàäà÷ [2]. 

Â äàííîé ñòàòüå ìû ïðåäñòàâëÿåì íîâûå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îáùåãî óðàâíåíèÿ 

Ãîéíà â ðÿä ïî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì Ãàóññà. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòè 

ðàçëîæåíèÿ ïîðîæäàþò òî÷íûå çàìêíóòûå ðåøåíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ áåñêîíå÷íûõ íàáîðîâ 

ñïåöèôè÷åñêèõ çíà÷åíèé âîâëå÷åííûõ ïàðàìåòðîâ. Òàê êàê ïîëó÷åííûå òî÷íûå ðåøåíèÿ 

ñãåíåðèðîâàíû ïðè ïîìîùè ðåãóëÿðíîãî ñèñòåìàòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, îíè ìîãóò áûòü ñ 

ëåãêîñòüþ âíåäðåíû  â êîìïüþòåðíóþ ñèìâîëüíóþ àëãåáðó. 

 
  2. Âèäû ðàçëîæåíèé 
 
 Ââåäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå 
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Ïîäñòàíîâêà óðàâíåíèÿ (2) â óðàâíåíèå (1) äàåò 
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èëè æå 
  { } 0)()]1)(())(1[( 00 =−+′−+−−+−+−∑

n
nnn uqauznaznaa αβγγγγε . (5) 

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 
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ãäå nn −= 0γγ  è nn +−++= 0γγεδδ , ýòî óðàâíåíèå íåïîñðåäñòâåííî çàïèñûâàåòñÿ 
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îòêóäà ìû ïîëó÷àåì òðåõ÷ëåííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 

ðàçëîæåíèÿ (2) 
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  ))(1)(1( 00 nnaQn −−+−+−−= γγγε   

  )()2)(1( 00 qanna −+−+−++−+−+ αβγγεδγγ  (13) 

  )1)(2)(1( 00 +−−+−+−= nnaPn γγγε . (14) 

Íàêîíåö, äëÿ îáðûâàíèÿ ðÿäà ñëåâà ïîëîæèì  è ïîòðåáóåì, ÷òîáû 

 áûëî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî èìåòü ìåñòî  ðàâåíñòâî 

, è èç óðàâíåíèÿ (12) ïîëó÷àåì, ÷òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû 

012 == −− aa
0a
0R 0=

  γγ =0  èëè α  èëè β . (15) 

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè òðè ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãîéíà â ðÿä ïî 
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì âèäà );;,( 012 znF −γβα  ñ βαγγ ,,0 = . Ïî êðàéíåé ìåðå 

îäíî èç ýòèõ ðàçëîæåíèé ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ 
Ãîéíà, åñëè βαγ ,,

(12 F

 îäíîâðåìåííî íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Ôóíêöèè, ïðèìåíåííûå 

âûøå, îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òî èñïîëüçîâàëè Ñâàðòãîëüì, Ýðäåéè è Øìèäò [7] â ðàííèõ 
èññëåäîâàíèÿõ ðàçëîæåíèé ïî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì; îíè èñïîëüçîâàëè 
ôóíêöèè âèäà );;, znn γμλ −+

);2 zn

 (ñì. îáçîð Àðñêîòòà íà ýòó òåìó [2]). Ýòè ðàçëîæåíèÿ 

îòëè÷àþòñÿ òàêæå îò ðàçëîæåíèé ïî ïîëèíîìàì ßêîáè, ïîñòðîåííûõ Êàëíèíñîì è 
Ìèëëåðîì, ôóíêöèè êîòîðûõ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèè âèäà 

;n +−,(12 nF + νμλ  [8].  

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè, êîãäà ðàçëîæåíèÿ îáðûâàþòñÿ, îáðàçóÿ 

çàìêíóòûå ðåøåíèÿ. Î÷åâèäíî, ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ëþáûå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ 
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êîýôôèöèåíòà â ðàçëîæåíèè (2) ðàâíû íóëþ.  Ïóñòü  ñóòü ïîñëåäíèé íåíóëåâîé 

êîýôôèöèåíò: ,  и  äëÿ íåêîòîðîãî . Ýòî ïðèâîäèò ê 

íàëîæåíèþ äâóõ óñëîâèé íà ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ Ãîéíà. Âî-ïåðâûõ, èç óðàâíåíèÿ (11), 

çàïèñàííîãî äëÿ ,  ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî , ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî èìåòü 

ìåñòî 
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  αγεε −+,  èëè N−=−+ βγε  (16) 

äëÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ( ). Âòîðîå 

óñëîâèå óäîáíî çàïèñàòü â âèäå áåñêîíå÷íîé äðîáè 

…,2,1,0=N
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Ïîäñòàíîâêà ñþäà óðàâíåíèÿ (16) îáðûâàåò äðîáü è òàêèì îáðàçîì ïðèâîäèò ê 

ïîëèíîìèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïîðÿäêà  äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà . 

Ñëåäîâàòåëüíî, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî  ñóùåñòâóåò  ñëó÷àåâ, äëÿ 

êîòîðûõ ðàçëîæåíèå (2) îáðûâàåòñÿ. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãîéíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ  ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

1+N q
N 1+N

1+N
 Â ñëó÷àå γγ =0  âîâëå÷åííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè èìåþò âèä 

);;,(12 znFun −= γβα . Ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåìûå êîíå÷íûìè ñóììàìè ôóíêöèé ýòîãî âèäà 

âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû Êðàñòåðîì è êîëëåãàìè [9]. Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íîå 

ðàçëîæåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì èäåè Êðàñòåðà. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ óñëîâèå 

îáðûâàíèÿ äàåòñÿ âûðàæåíèåì ...,2,1,0, =−= NNε . Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (11)-(17), 

íåòðóäíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå ðåøåíèÿ, çàäàâàåìûå êîíå÷íûìè ñóììàìè, è 

ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Íèæå ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå 

òðè èç íèõ (îäíî-, äâóõ- è òðåõ÷ëåííûå ðåøåíèÿ) (ñðàâíè ñ [9]): 

  0=ε , (òðèâèàëüíûé ñëó÷àé) (18) 

  0=− αβaq , (19) 

  );;,(12 zFu γβα= , (20) 

  1−=ε , (21) 

  , (22) 0)1())](1()1)(1[()( 2 =−−−−+−−+− αβαβδγαβ aaaqaaaq
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γαβγγβα , (23) 

  2−=ε , (24) 

   23 ]4)833(3[ xax −+−−++ δγγ

  xaa ))]2)(3(2())3)(1((232[2 22 −+−+++−+−+−+−+ δγδγαβδγγαβγγ

  0]1)2([)1(4 =+−++−−− δγγαβ aaa , (25) 
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  );2;,();1;,();;,( 12212112 zFazFazFu −⋅+−⋅+= γβαγβαγβα , (26) 

ãäå  22122111 /)(,/, RPaQaRQaaqx +−=−=−= αβ . 

Âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå, äîïîëíèòåëüíîå ê äàííûì ðåøåíèÿì, äàåòñÿ 

ðàçëîæåíèåì 

  , (27) ∑
∞

=
−−⋅=

0
012 )1;;,(

n
n znFau γβα

ãäå çíà÷åíèå 0γ  îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì 

  δγ =0 , (28) 

à êîýôôèöèåíòû  îïðåäåëÿþòñÿ òåìè æå ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (11)-(14) ñ 

ïàðàìåòðàìè, ïåðåîïðåäåëåííûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
na

δγ ↔ , δγ →0 , , aa −→1
αβ+−→ qq . Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ñïåðâà îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå 

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé  ïðèâîäèò íà÷àëüíîå óðàâíåíèå Ãîéíà (1) ê âèäó xz −= 1

  0
))1()(1(
)(

)1(1
=

−−−
+−−+′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

+
−

++′′ u
axxx

qxu
axxx

u αβαβεγδ
, (29) 

òàê ÷òî âûøåïðèâåäåííîå ðàçëîæåíèå (2) òàêæå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî ê ýòîìó 

óðàâíåíèþ. È ðàçëîæåíèå (27) ñ (28) êàê ðàç ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðàçëîæåíèåì. Áîëåå òîãî, 

ñóùåñòâåííî, ÷òî ðàçëîæåíèå (27) îáðûâàåòñÿ ïðè òî÷íî òàêèõ æå çíà÷åíèÿõ 

âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà , ÷òî è ïðåäûäóùåå ðàçëîæåíèå (2). Ñëåäîâàòåëüíî, 

ðàçëîæåíèÿ (2) è (27) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, 

âûðàæàåìûõ ÷åðåç êîíå÷íóþ ñóììó ôóíêöèé, äëÿ îäíîãî è òîãî æå íàáîðà ïàðàìåòðîâ 

íà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ Ãîéíà (1). 

q

×òî êàñàåòñÿ ðåøåíèé, âûðàæàåìûõ ÷åðåç êîíå÷íóþ ñóììó ôóíêöèé, 

ñãåíåðèðîâàííûõ âûáîðîì αγ =0  èëè β , òî ýòè äâà ðåøåíèÿ èäåíòè÷íû áëàãîäàðÿ 

βα ↔  ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (1). Âîâëå÷åííûå æå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå 

ôóíêöèè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä u );;,2 znn −= (1F αβα  [èëè );;,(12 znF −ββα ], òàê ÷òî 

ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê áîëåå ïðîñòûì ôóíêöèÿì. Ýòè ôóíêöèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç 

ïîëèíîìû ßêîáè ñ îïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó [4]  

  , (30) );;,()1();;,( 1212 znnnFzznF n −−+−−⋅−=− −− ααβαβα β

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ ñóììà â èòîãå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå 

ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè  è ïîëèíîìà ïî ñòåïåíÿì δ−− 1)1( z z . Çàïèøåì äâà ïåðâûõ 

ðåøåíèÿ: 
  0=−+ αγε  )1( −=⇔ δβ , (31) 

  0)1( =−− δγaq ,    , (32) δ−−= 1)1( zu

  1−=−+ αγε  )2( −=⇔ δβ , (33) 

 , (34) 0)]1)(1()1)[(2(]))32(2([2 =−+−++−−+−+−−+ δγεγδγεδγδγ aaqaq

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+−
−+−

+
+

+−+−−= − )1(
))(1(

)(21)1( 1 z
a

aq
zzu

εγ
εδεαβ

εγ
εδγδ . (35) 

 395



Îòìåòèì, íàêîíåö, óðàâíåíèþ 

Ãîéíà äëÿ )(zv
÷òî ïðåîáðàçîâàíèå  ïðèâîäèò ê 

 ñ ïàðàìåòðàìè 

)()1( 1 zvzu δ−−=
γγ =1 , δδ − , = 21 εε =1 , 1 ))(1(1 αββα εγδ=

)1−(1 −= δγaqq
+−−  è 

. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àè N−=−+ αγε  (è + N−=− βγε ) ìîãóò áûòü 

,  êîãäà  011 =
ðàññìîòðåíû êàê íåêîòîðûå ñëó÷àè ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ äëÿ v : ñëó÷àé 

(31)-(32) ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüí äëîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ÿ v βα  è 

 

  3. Çàêëþ÷åíèå 

01 =q . 

Èòàê, ìû ïðåäñòàâèëè íîâûé òèï ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îáùåãî óðàâíåíèÿ Ãîéíà â 

û ïîêàçàëè, ÷òî åñëè íè îäèí èç 

ïàðàìåòðîâ 

ðÿä ïî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì Ãàóññà. Ì

βαγ ,,  íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãîéíà äîïóñêàþò 

ðàçëîæåíèÿ âèäà 

  ∑
∞

=
−⋅=

0
012 );;,(

n
n znFau γβα  ñ βαγγ ,,0 = . (36) 

Ýòè ðàçëîæåíèÿ ε , αγε −+ , ãåíåðèðóþò çàìêíóòûå ðåøåíèÿ â òðåõ ñëó÷àÿõ: 

N−=−+ βγε , å î íåíèå Ãîéíà äîïóñêàåò …,3,2,1,0=N
 ðåøåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè 

ÿ ïðè öåëîì î

. Â êàæäîì ñëó÷à áùåå óðàâ

 âûáîðå âñïîìîãàòåëüíîãî çàìêíóòûå

ñëó÷àé ïîëó÷àå

1+N ïàðàìåòðà q , 

èâèàëüíûé îïðåäåëÿåìîãî ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà 1+N . Íàèáîëåå í òð

òñ òðèöàòåëüíîì 

å

ε ( N−=ε ), êîãäà ðåøåíèÿ ñîäåðæàò 1+N  

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ, â îáùåì ñë íå ñâîäèìóþ ê áîëåå ïðîñòûì ôóíêöèÿì. 

Äàëåå, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëî 2≥+= N
ó÷àå 

ãî ε  ïðåîáðàçîâàíèå 

)()( 1 zvazu ε−−=  ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ãî íà åâûì èëè îòðèöàòåëüíûì ö  

ïîêàçàòåëåì 021 ≤−=
é  ñ íóë åëûì

εε : 

  0))1(()))(1((2 =−−−+−−+′⎟
⎞−++ vqzv

z
εγδγεαβεδγ

, (37) 
))(1(1 −−⎠

⎜
⎝
⎛

−−
+′′

azzzazz
v

òî, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàçëîæåíèÿ ê ýòîìó óðàâíåíèþ, ìû 

ñò ü ðàçëîæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíìîæåì ïî ðîèò êöèè âèäà 

);;,( 012 znF −γβα  òàêæå äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî 2≥+= Nε . (Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ q  

ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïîðÿäêà 1−N , è ðàçëîæåíèå áóäåò ñîäåðæàòü 1−N  

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ.) Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè öåëûõ ε  íåðàññìîòðåííûì 

àé 1=îñòàåòñÿ ëèøü ñëó÷ ε . 

 Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ âìåñòå ñ äðóãèì áîëüøèì íàáîðîì, ïîðîæäå

îáðûâûíèåì ðàçëîæåíèé ïî áåòà-ôóíêöèÿì, ïðåäñòàâëåííûì â íàøåé áîëåå ðàííåé ñòàòüå 

[10], ñîñòàâëÿþò íàèá  ì

ííûì 

îëåå íîãî÷èñëåííûé íûíå èçâåñòíûé íàáîð çàìêíóòûõ ðåøåíèé 

ïûòàòüñÿ ðàçëîæèòü ðåøåíèÿ 

îäíîêðà

óðàâíåíèÿ Ãîéíà. Òî÷íûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ïðîñòûì ìåòîäîì, èñïîëüçóÿ ðåãóëÿðíûé, 

ñèñòåìàòè÷åñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé ìîæåò áûòü ëåãêî âíåäðåí â êîìïüþòåðíóþ 

ñèìâîëüíóþ àëãåáðó òàêèõ ñèñòåì êàê Mathematica è Maple. 

Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íûå ðàçëîæåíèÿ ìîãóò 

áûòü ïîñòðîåíû è äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå è äëÿ óðàâíåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ê  

êëàññó âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé Ãîéíà. Íàïðèìåð, ìîæíî ïî

òíî âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ Ãîéíà, èñïîëüçóÿ âûðîæäåííûå 
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ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè Êóììåðà âèäà );,( 011 znF −γα . Îòêðûâàþòñÿ òàêæå 

äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå áàçîâûõ ôóíêöèé ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçîâàòü 

êîìáèíàöèè ýòèõ ôóíêöèé, òàê æå êàê, åñëè ïð ðåîáðàçîâàòü èñõîäíîå 

óðàâíåíèå ïóòåì çàìåíû íåçàâèñèìîé è çàâèñèìîé ïåðåìåííûõ (ïðèìåðû òàêèõ 

ðàçëîæåíèé áûëè ïîñòðîåíû â îäíîé èç íàøèõ ïîñëåäíèõ ðàáîò [11]). Ìû ðàññìîòðèì ýòè 

âîçìîæíîñòè â ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ. 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ìåæäóíàðîäíîãî íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî 
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rgeometric series expansions of the solutions to
e Gauss hypergeometric functions used as expansion functions differs from 
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before. We derive three such expansions and further generate, by termination of the series, closed-form 
solutions for several sets of involved parameters. 
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